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« A toute transformation infinitésimale qui laisse invariante l'intégrale d'action corvespond une grandenr
gui se conserve » 'Théoréme de Noether
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L’espace des phases : premiére approche

L’espace des phases est I'espace a 6N dimensions dans lequel évoluent les variables
indépendantes ¢ et p, avec i =1,..9N d’un systeme de N particules ayant donc 3N
degrés de liberté.

THEOREME DE LIOUVILLE (Systéme non dissipatif)

C’est un théoreme important de la mécanique analytique qui se trouve aussi a la base de la
thermodynamique statistique, surtout pour ce qui est des ensembles microcanoniques et
de I’hypothese de la quasi-ergodicité. Ce théoréme concerne I’évolution dans le temps des
volumes dans ’espace des phases, sans considérer pour autant ’espace des états.

Soit a linstant t, I’élément de volume dQ, entourant le point M, ou la densité de phase
est D(M,). A linstant t =t, +dt, le point M se trouve en M, entouré de points dans un
élément de volume dQ,, avec une densité D(M,). Il évident que les points voisins de

M,, dont le nombre est dN, ont accompagné M, vers dQ,. Car aucune trajectoire ne

peut traverser la surface-enveloppe de I’élément de volume. Sinon deux conditions
initiales, correspondant a deux points de Pespace des phases, conduiraient a la méme
solution située sur la surface. On peut donc écrire :

dN =D(M,)dQ,=D(M,)Mdgdp
dN =D(M,)dQ, =D(M,)1dq dp’

Nous allons montrer que dQ, =dQ,, ce qui constitue une formulation du théoréme de
Liouville. Pour ce faire, considérons la transformation infinitésimale suivante, qui, de t; a

t =t, +dt, fait passer le point M, en M, :

T dg
Lo =g +—idt
G -0 =4+

T

dp
L p =p+—dt
B-PB =P at
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avec Mdg'dp’ =JMdgdp, il suffit de montrer que le jacobien J de cette
| |

transformation est égale a 1. Sa matrice T se présentant sous la forme (I +Mdt), ou

I'identité I et M sont des matrices d’ordre 6N, son déterminant peut s’écrire :
J =1+Jdt+J,dt*> + ..+ J,dt®™

oul'on reconnait J, =trM et Jg, =detM . Au premier ordre en dt on a donc :

J=1+tr|v|dt=1+z( 0 dg , 9 dp‘}dt

—~\dg dt oOp dt
Or les équations de Hamilton di :% =g—: et bi :% = _6_: permettent de réécrire |
sous la forme
Joray [0 0 0H ],
~.0g dp, 0p, g

Ce qui montre que J =1.
On peut donc énoncer le théoreme de Liouville :

Dans la mécanique hamiltonienne, le volume d'une région de l'espace des phases se conserve lors de
lévolution du systeme.

Notons au passage que ce théoreme est en rapport étroit avec les invariants intégraux
de Poincaré

I =J...J‘dq1dpl..qudpk

11 résulte de 'équation dQ, =dQ, que la densité de 'espace des phases ne dépend pas du

temps :
D(M,)=D(M,) ou D(q, p.t,) =D(d’, p' o +t)

Prenant maintenant une simple dérivée totale de D et écrivons qu’elle est nulle, tout en
tenant compte des équations de Hamilton :

db___oD oD oD - _oD dDoH oD oH
——=0= + G+ P = + - -
dt ot dq = Jp ot 0dq dp.  Jp Oq

D’ou I’équation de Liouville :
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_D+[D,H]=0,

oDoH dD doH

ou [D, H ] = - constitue le crochet de Poisson.

dq dp,  0p 0q,

Remarques

1- L’équation de Liouville est basée sur I'idée des trajectoires voisines dans I'espace
des phases, qui laissent les dN identiques entre deux instants voisins.

2- Ces dN représentent des probabilités de trouver le systeme avec des
configurations en positions et en impulsions. A partir des dN on peut exprimer les
probabilités de trouver le systeme, a t; eta t;+dt, avec les configurations données

par les volumes finis et les densités correspondantes :

= [ DdQ, at,

Q
= [DdQ, at,+dt.

Q

Le théoreme de Liouville repose sur cette conservation de probabilité.

3- Léquilibre statistique correspond a %—[t) =0, c’est-a-dire [D, H] =0.

THEOREME DE LIOUVILLE-VON NEWMANN

La mécanique classique apparait comme une limite de la mécanique quantique, lorsqu’on
fait tendre la constante de Planck % vers 0. L’équation de Liouville devrait se présenter
comme une limite de 'équation dite de Liouville-Von Newmann que nous allons établir.

Considérons I’équation de Schrodinger de seconde espece :
O

0 ...d
|h—\w> Hlg) ou —|ha<w\=<w\H

O
L’opérateur densité est D = |l//><l// | Ce qui nous intéresse, comme dans le cas classique,

C’est évolution dans le temps de cet opérateur. C’est-a-dire :

d
D _db) )19
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Avec ’équation de Schrodinger cette dérivée s’écrit sous la forme

d_15 ., 1 :
&~ Rl -l

L’évolution dans le temps de 'opérateur densité est donc régie par I’équation, dite de
Liouville-Von Newmann :

O
dD

00 OO0 0 O
hd— HD-DH Z{H,D}

o ad [} [}
[H , D} est le crochet de Lie, dit commutateur des deux opérateurs H et D.

Notons que d’une manicre générale, une fonction I de la mécanique classique des
variables ¢, p, ett a une dérivée totale qui s’écrit :

O
équation qu’il faut comparer a I'équation générale d’'un opérateur F , dite équation de
Heisenberg :

O

o 0O
|hd—F—[F,H}+ ha—F
dt ot

o 0O
On peut montrer que le commutateur %[F, H} tend vers le crochet de Poison [F, H]
|

dans la limite # - 0.
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Espace des phases : seconde approche

VARIETES

La géométrie différentielle étudie des espaces qu’on appelle des variétés. On peut introduire
la géométrie différentielle d’une fagon pas tres rigoureuse dans le cadre de la géométrie
affine. On peut considérer une variété de dimension » comme un espace qui, au voisinage
immédiat de chaque point x, est un espace affine de dimension ». En fait, il faut oublier
que la variété est plongée dans un espace affine, pour la cartographier localement et
partout. Ce jeu de cartes définit un atlas de la variéte.

Définition

Une variété différentielle V de dimension 7 et de classe C“est un espace topologique!

muni d’une famille de cartes (Ui ' % ) , appelée atlas. Les U.

i sont des ouverts qui réalisent

un recouvrement de la variété et les X sont des application homéomorphes de ces

n
ouverts vers espace R".

Cette courbe est une variété Cette courbe n’est pas une variété

ESPACE TANGENT
Définition

Dans le cas général, 'espace tangent au point x de coordonnées locales (Xl, X Xn) , noté

TW, est l'ensemble des applications @ en x, 2 valeurs dans R, ayant des dérivées
continues et qui vérifient les regles de linéarité et de Leibnitz.

! Cette définition peut étre généralisée & des éaride class€P avec p>2
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Un cas des applications qui nous intéresse est celui ou @ est simplement la dérivée, en

particulier par rapport au temps ; 12 un champ de vecteur V' de TW est V = Z X: 9

~ox
On montre que TW est un espace vectoriel de dimension # et que pour tous les points x
de la variété W, cCest-a-dire pour tous ouverts définissant les cartes de [latlas,
TW =U, xTW est un espace vectoriel de dimension 27.

La famille —i ,...)— | constitue une base de I'espace tangent pour la carte x. Tout
ox, 0X,  0X,
vecteur [ de cet espace s’écrit :
0
V=>v—.
~ o

et agit comme un opérateur sur une fonction définie sur la variété, par exemple
I’hamiltonien, en la dérivant. On a donc :

gy 2o

~ " ox  dt’
ESPACE COTANGENT
Définition

L’espace dual T, *W de TW s’appelle 'espace cotangent, c’est-a-dire 'espace des formes

linéaires sur TW .

La famille (dx,dX,,...,dX,) constitue une base duale de la famille iii qui
ox, 0X,  0X,

est une base de TW. T *W est en fait 'espace des différentielles des fonctions

continment dérivables en X :
of
df=) —dx
L

Comme pour Pespace tangent, on montre que T, *W est un espace vectoriel ayant la

méme dimension # que la variété W. De méme, pour lensemble des cartes,
T*W=U_XT*W est un espace vectoriel de dimension 2.

Un champ de Pespace cotangent est une forme différentielle (1-forme) qui s’écrit :

a=a,dx +a.dx,+...+a,dx,
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DUALITE

La dualité entre TW et T*W permet d’établir des correspondances entre les applications
de TW vers R et les champ 1-formes de T*W, et entre les application de T*W vers R et
les champs de vecteurs de TW .

Mais, il n’existe pas, pour une variété, d’isomorphisme canonique entre I’espace tangent et
Pespace cotangent. Toutefois, si on introduit une forme bilinéaire non dégénérée,

I'isomorphisme entre ces deux espaces est assuré :

- pour les variétés riemanniennes, cette forme bilinéaire est symétrique,
- pour les variétés symplectiques, la forme bilinéaire est antisymétrique.

FORME DIFFERENTIELLE ANTISYMETRIQUE

Soit la forme différentielle a =a,dx, +a,dx,+...+a,dx,. On introduit la différentielle

extérieure de cette forme par
da =da, Odx, +da, Odx,+...+da, Odx, = > da; Odx
oa, oa
= | =—tdx Odx +..+ ) | —*|dx Od
;[axjj o Zi:(axi] o

Le produit extérieur étant antisymétrique, avec dx Udx; =-dx; Odx pour i# | et
dx Odx =0,0na

da. 0a.

da= > | —-—1|dx Odx.
wisjen| 0%, 0%

VARIETE SIMPLECTIQUE

Définition

Un espace vectoriel est dit symplectique s’11 est muni d’une forme différentielle
symplectique w, fermée et non dégénérée. (2-Forme de Liouville)

- la forme antisymétrique @ est fermée : dw=d(da) =0.

- @ est non dégénérée :
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DERIVEE DE LIE

Nécessite le choix d’un vecteur par rapport auquel on effectue la dérivation,
contrairement a 'opérateur 4 de la définition précédente.

Lt ()=, (X () = 2 X (x)%(x)

Formalisme symplectique

fﬁ'
T (a) 3
Fibré TE Fibré T'E
‘ Dual
. — oL
. qi y T~ p|

(q“qj aq,

TT E TT°E,
Dual
oL oL _

s e ——— — — =P ——q,
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Les champs de vecteurs V €t X, sont des éléments de I'espace tangent TT*EC. La 2-
forme de Liouville @, forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée, agit sur ces
éléments V €t X, et ses valeurs ? sont dans I'espace cotangent T *T*QEC. Ce qui relie la
différentielle de ’hamiltonien au gradient symplectigne X, . En Fait, avec la donnée de H et
de la 2-forme de Liouville on construit une 1-forme de Liouville. Nous allons montrer
que @(X,;,v)==dH (v) :

n

w(Xy.V) :Z{dpi (X, )dg (v) —dp, (v)da (X, )}

i=1

=a,d,

w0 ()= 3o L) n (2 [as 2 )-na L)

:qbk

Car les seuls termes non nuls sont les suivants, pour lesquels 1 =K :
dpI (i = % =1
op. ) 0P,
ct
dqi {i = % =1.
dq, ) 0q,
On a donc

n . .
W(X)= Y 40D, )
k=1
expression qu’il faut identifier a

“0H - oH
—dH (v)=-| pi—+ 0=
( ) (pk ap, o aqkj’
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pour obtenir les composantes du champ hamiltonien ou gradient symplectique X, :

I
dg,
oH
n =2
op,

On peut alors écrire :

S(o0H 0 oH 0
AR

=\ 0p, dq,  0q, Ip,

Le gradient symplectique décrit en tant que champ de vecteurs des trajectoires dans
Pespace des phases. C’est-a-dire qu’il engendre un flot, a 'image du vecteur vitesse de la

mécanique des fluides dans le formalisme d’Euler. Ce flot, noté &, , est représenté par :

: oH

H _ qk _ apk
LT Lem
‘ aq,

Ce qui correspond aux équations de Hamilton.

Notons que ce flot consiste en une transformation localement canonique, c’est-a-dire qu’il
conserve la 2-forme de Liouville : dew = 0. 1l conserve aussi la 2n-forme de Liouville :

Q =dq, Udaq,...0dq, Odp, Cdp,...0dp,

Cette forme définit une orientation et une mesure dans lespace des phases a 2n
dimensions. C’est I’élément de volume pour lequel nous allons montrer que

d_Q:O
adt

Incompressibilité du flot

On considere les trajectoires dans espace des phases comme un fluide en écoulement
incompressible. On reprend donc le résultat de la mécanique des fluides :
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Q . |q
Vv
at

. =O
Py«

C’est-a-dire :

X, = 0 0H 0 GH,
dq, dp,  9p, 9q,

Cette divergence du gradient symplectique, évidemment nulle, correspondant a
I'incompressibilit¢ du flot hamiltonien, montre aussi I'invariance de la 2n-forme de
Liouville.

L’invariance —— de la densité D de I'espace des phase peut étre considérée a partir de

I’équation de continuité de la mécanique eulérienne :

oD, % .DD=O=%—[:+XH [D c'est-a-dire queC;—[t)=

ot X
Py«

Ce qui correspond au résultat obtenu précédemment :

OH oH
n a a
a—D+XH.DD=ZaH oD _oH aD:6D+[H’D]:6_D+ P 90 _
ot a1 0p, 00 0 Op, Ot ot 4°|oDb aD
op,  0q,
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